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PROBLEMY GENERACJI SIATKI MES DLA KOL ZEBATYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono nowg metodyke dla przedstawienia geometrii
modelu ewolwentowego kota z¢batego w MES przy uzyciu jako tworzacych zarys,
krzywych ztozonych ,,spline line” Bezier’a. Zaleta otrzymanego modelu jest to, ze
dopuszcza dostatecznie prosty algorytm dyskretyzacji ES zaré6wno rozpatrywanego
zarysu jak i catego obszaru.

MMPOBJIEMBI TEHEPAIINU KO-CETKHU JIA 3YBYATBIX KOJIEC

AnHoTanus. B maHHO# cTaThe paccMaTpuBaeTCs HOBask METOJIWKA JIJIsi 0Opa30BaHMs
T€OMETPUHM KOHEYHO-IJIEMEHTHOW MOJENH JBOJBBEHTHOTO 3y04aTroro koieca cC
WCIIOIb30BAaHUEM B KauecTBe OOpa3yloIMMX KPUBBIX KOHTypa CIUlaifHOB besbe.
[IpenmyiiecTBO MOMYYEHHON FEOMETPUUYECKON MOJEIH 3aKJIIOYAETCS B TOM, YTO OHA
JOMYCKAEeT JIOCTaTOYHO MPOCTYI0 anropuTMuzanuio KDO-guckpernsauuu — Kak
paccMaTpuBaeMoOro KOHTYpa, TaK M 00JIaCTH B IIEJIOM.

1. WSTEP

Wielu réznych uczonych prowadzito badania nad zachowaniem si¢ pojedynczych zgboéw
réznych kot zgbatych pod wpltywem przylozonego do nich obcigzenia. We wspolczesnej
literaturze problem kontaktowej wspotpracy dwoch kot zgbatych jest rzadko rozpatrywany
[1,2]. Chcac opisa¢ wzajemne oddziatywanie dwoch kot zebatych na siebie nalezy rozpatrzy¢
zazegbienie dwoch par zebow jednoczesnie. Dla wigkszosci przektadni zgbatych wigcej niz
50% czasu pracy przypada na zazg¢bienie dwoch par zgbow. W przeciwnym przypadku
pojawiaja si¢ dodatkowe obcigzenia dynamiczne. W celu otrzymania poprawnych wynikow,
wybrano segmenty sktadajace si¢ z trzech zgbow. Wigksza ilos¢ zgbow w segmencie
wptywaé bedzie negatywnie na doktadnos¢ wynikéw obliczen, poniewaz przyrost ilosci
elementoéw prowadzi do nagromadzenia btedow zwigzanych z zaokragleniem otrzymywanych
wynikow przez algorytm programu wykorzystujacy metode elementow skonczonych [3].
Prowadzi to réwniez do nieoczekiwanego zwigkszenia czasu obliczen. Dla uproszczenia
rozwigzania wyzej opisanego problemu opracowano program, ktorego rezultatem obliczen
jest zapisanie w neutralnym pliku geometrii segmentu, ktory sktada si¢ z jednego zgba
centralnego 1 dwoch sasiednich dla konkretnego kota zgbatego (napegdzajacego lub
nap¢dzanego). Program Teeth, opracowano we wspotczesnym jezyku programowania
IBASIC. Podstawa jego jest pracy [4,5], a teoretyczne podstawy ewolwentowego zazebienia
zostaty zaczerpnigte z pracy [6].
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2. SFORMULOWANIE I ROZWIAZANIE PROBLEMU

Jako dane poczatkowe dla opracowanego programu muszg by¢ zaznaczone: modut z¢ba,
liczba zebow 1 wspotczynniki korekcji poczatkowego konturu dla kot zegbatych napedzanych i
nap¢dnych. W wyniku obliczen otrzymujemy profil jednego zgba zadany punktowo, co nie
jest wygodne dla dalszych prac (otrzymane punkty trzeba potaczy¢ w krzywe w celu dalszego
eksportowania i tworzenia modelu MES). Ten krok zalezy od dalszego opracowania pliku
neutralnego z wynikami obliczen programu. Z tego powodu, ze dla dalszej pracy zostat
wybrany pre/postprocesor FEMAP ksztatt krzywych koncowych, jakie trzeba wykorzysta¢
dla aproksymacji otrzymanych wcze$niej punktow konturu zeba ewolwentowego trzeba
wybra¢ wsrod dostatecznie ograniczonego asortymentu matematycznych krzywych. To jest
linii prostych (oczywiscie profil stworzony z odcinkoéw linii prostych tylko przypomina realny
profil i dlatego nie moze by¢ wykorzystany w tej pracy), tuki okregdéw (bardziej prawidtowy
ksztatt krzywych zastepujacych realny kontur, jednak wynika problem wyznaczenia
promienia krzywych z tego powodu, Zze on musi by¢ zmienny, stad wynika problem
wyznaczenia wspotrzednych srodkow tukow). Takoz mozliwy eliptyczny, paraboliczny i
hiperboliczny ksztalt krzywych aproksymujacych, jednak kazda z nich ma kilka wad, ktore
nie pozwalaja na ich wykorzystanie. Wybrane zostaly specjalne krzywe majace nazwe
nierownomiernych racjonalnych krzywych Bezier’a - Non Uniform Rational Bezier Splines
(NURBS). Jednak w tym wypadku kiedy liczba punktow sktada si¢ z wigcej niz 100 punktow
na jeden zab (jak zostato wyzej wyznaczone — liczba z¢gbodw musi wynosi¢ przynajmniej trzy),
proces ten staje si¢ bardzo pracochtonny a nawet niemozliwy.

Rozwigza¢ ten problem udato si¢ przy bardziej szczegétowym rozpatrzeniu struktury
krzywych Bezier’a. Krzywe te bywaja kilku rodzajow. Jak pokazata analiza dokumentacji
technicznej zwykle krzywe Bezier’a to sa krzywe trzeciego rzedu. Jednak bywaja
uproszczone krzywe drugiego rzedu, ktore sa szczegdlnym przypadkiem skomplikowanych
wielopunktowych NURBS. Dla ich tworzenia wystarczy mie¢ tylko trzy punkty kontrolne
przy czym przy prawidlowym zadaniu punktéw kontrolnych dla uproszczonych krzywych
réznica pomigdzy otrzymanymi krzywymi jest na tyle mala ze mozna ja pominaé¢ bez zadnej
straty dla rozpatrywanego modelu. Jak wiadomo okregi, elipsy, parabole i hiperbole sa
przekrojami stozka, ktdre mozna matematycznie wyznaczy¢ jako funkcje drugiego rzedu.
Bardzo korzystng wiasciwos$cig uproszczonych krzywych Bezier’a jest to, ze w zaleznosci od
potozenia wspohrzednych punktéw kontrolnych krzywe te moga by¢ jakimkolwiek
przekrojem stozkowym, z tego powodu, ze te ostatnie sg szczegdlnym przypadkiem krzywych
Beziera’a. Glowna przyczyng wyboru uproszczonych krzywych Bezier’a jest mozliwo$¢
dalszego matematycznego opracowania dla otrzymania np. doktadnej liczby dtugosci
krzywych itd.

Trzypunktowe krzywe Bezier’a sg krzywymi drugiego rzedu, dla ktorych matematyczna

x(t
zaleznos¢ tensora {P(t)} = { ((t))} moze by¢ przedstawiona w postaci
y

P(O)}= (=0 R+ 2(1-0){R}+ P}, (1)
gdzie parametr ¢ zmienia si¢ w przedziatach 0 <7 <1.

Poczatkowo trzeba bylo zalozy¢ jaka ostateczna liczba krzywych bedzie narysowana dla
rozpatrywanego w pierwsze] kolejnosci centralnego ze¢ba. Jak wykazaly eksperymenty
numeryczne dla generacji krzywej przejsciowej AB (rys. 1) wystarczy jedna trzypunktowa
krzywa Bezier’a. Jednak robocza ewolwentowa powierzchnia zgba musi by¢ podzielona z
tego powodu, ze w celu opracowania prawidtowej wspotpracy kontaktowej, potrzebne sg
punkty, ktore zagwarantujg kontakt. Tymi punktami moga by¢ punkty zazgbienia i1 skrajne
punkty profilu ewolwentowego dla sasiednich zebow. Dlatego podjeto decyzje o podziale
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profilu ewolwentowego na dwa odcinki — od dolnego punktu roboczego B do specjalnie
obliczonego punktu C, ktéry znajduje si¢ w punkcie przecigcia kota podziatowego z profilem
ewolwentowym i dalej od punktu C do punktu D, ktéry jednocze$nie nalezy do profilu
ewolwentowego 1 kota wierzchotkowego.

W celu narysowania powyzszych krzywych potrzebne sg trzy punkty kontrolne z ktérych
dwa sg skrajnymi punktami krzywej aproksymujacej a trzeci lezy na przecigeciu dwoch linii
prostych dotyczacych profilu w skrajnych punktach rozpatrywanego odcinka profilu (na rys. 2
przedstawiono punkty E, F, G, odpowiednio dla krzywych opisujacych krzywa przejsciows,
dolnej i gornej czesci profilu ewolwentowego) [7].

P—

V4 —
A

Rys. 1. Sposéb rysowania trzypunktowych krzywych Bezier’a

W tym przypadku, matematycznie dla odpowiednich tukow krzywych, punkty kontrolne
beda wyznaczone jak wektory wodzace rozpatrywanych powyzej punktow.

US: Rf=B={x.5,)" (R}=F={r.pf. {B}=C={rpc)

US,: {P()}:E:{xcvyc}Ta {Pl}:G:{xGoyG}T’ {Pz}:D:{xDvyD}T

Uy {R)}:Z:{anyA}T’ {R}:E:{xEsyE}Ts {PZ}:E:{XBﬂyB}T

W praktyce w celu znalezienia wspotrzednych jakiegokolwiek s$redniego kontrolnego
punktu trzeba znalez¢ rozwigzanie ukladu réwnan wyzej ukazanych linii prostych w
nastepujacym ksztalcie

v =k (x—
{y M (x—x)) ’ 2)
Y=y, =k,(x—x,)

gdzie k, 1 k, — tangensy katéw pochylenia odpowiednich linii prostych, a (x,y,) 1
(x,,,) —wspotrzedne skrajnych punktéw kontrolnych .

Dla wyznaczenia rozpatrywanych katéw trzeba wykorzysta¢é wyznaczone katy kierunku
nacisku w punktach B, C 1 D. Kat kierunku nacisku to jest kat, ktory sklada si¢ z linii
prostopadtej do profilu zeba dla konkretnego punktu profilu z linia prosta dotykajacej okregu
0 odpowiednim promieniu (np. dla punktu C to jest promien kota podziatowego). W wyniku
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czego, jezeli wzig¢ np. gorna cze$¢ profilu ewolwentowego (rys. 3.) to kat pochyhu linii
stycznej do profilu w punkcie C przedstawia wzor

wzg—(ad—co), 3)

gdzie o, - kat kierunku nacisku w punkcie C, a ¢ = arctan < - odpowiedni kat §rodkowy.
Ye

Rys. 2. Geometryczne wyznaczenie kata nachylenia  linii stycznej do profilu w punkcie C
Wtedy ostatecznie wyznaczamy wspotczynniki

k, = ‘[an(£ —a, —arctan x—cj , k, = ‘[an(z —a,, —arctan x—D] , 4)
2 Ye 2 Yp

gdzie «,, - kat kierunku nacisku na wierzchotek ze¢ba. Zmiana znaku przed arctangensami

zwigzana z ujemnym znakiem wspotrzednej X dla wszystkich rozpatrywanych punktow.

W takim wypadku jezeli obliczone sa wspolczynniki &, 1 k,, mozna rozwiaza¢ ukifad
réwnan (2). W wyniku czego wspdirzgdne $redniego punktu kontrolnego dla krzywych
Bezier’a wyznaczaja nastgpujace wzory

Y= kX, —kyx, =y, + v, , y= kkyx, —kkyx, + ki y, —ky p, _ (5)
kl - kz kl - kz

Np. po ostatecznym podstawieniu zmiennych, wspotrzedne punktu kontrolnego G
wyznaczamy zgodnie ze wzorami

X, = kxe —kyxp =y +yp , y, = bk (xe = xp) + kyyp —kyye . (6)
kl o kz kl o kz

Analogicznie wyznaczamy wspotrzedne Sredniego punktu kontrolnego F dla dolnej czesci
rozpatrywanego profilu ewolwentowego.

Dla ostatniej krzywej Bezier’a, ktéra aproksymuje krzywa przejSciowa taki sposob
znalezienia $redniego punktu kontrolnego niestety nie jest mozliwy dlatego, ze dla skrajnego
punktu 4 krzywej przejsciowej kat kierunku nacisku nie istnieje. W tym przypadku mozna
skorzysta¢ z robwnan linii prostych, ktére mozna narysowa¢ po znanych wspotrzednych dwoch
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punktow. Tymi punktami sg co najmniej dwie skrajne punkty konturu z kazdej strony krzywe;j
przejsciowej. Dla uproszczenia na rys. 3. pokazano schematycznie rysunek krzywej
przejsciowej, ktory moze by¢ tylko przy bardzo podcigtym zebie co nie wystgpuje w
rzeczywistosci.

W takim wypadku uktad rownan dla znalezienia punktu £ mozna zapisa¢ w postaci

Y- _ X=X
Yi— WV XX ' %
Y=V, _X7X%

Ya=D)Vy X4 — Xy
W tych rownaniach, analogicznie do poprzedniego uktadu (2), przy pomocy
matematycznego przeksztatlcenia mozna otrzymac

= k=i

2

X, — X, X, — X,
Znajac te wspoOlczynniki, mozna znalez¢ wspoOlrzgdne punktu E wystarczy podstawic
potrzebne parametry do réwnania (5).

Rys. 3. Wyznaczenie wspotrzgdnych $redniego punktu kontrolnego dla krzywej przejsciowe;j
przy pomocy metod geometrii analitycznej

Wyznaczenie tukow okregéw wierzchotkéw i dna wrgbow moze si¢ odby¢ przy pomocy
zapisu do pliku wynikowego w okreslonym porzadku czterech numerow punktéw z ktorych
jeden jest srodkiem okregu a trzy pozostate lezg na tuku okreggu.

3. WYNIKI MODELOWANIA

W wyniku przeprowadzonych operacji mozna wyznaczy¢ plik danych opisujacy profil
jednego zeba stworzony z krzywoliniowych odcinkéw. Dla zakonczenia modelowania
geometrycznego segmentu zebatego pozostato wykona¢ trzy dziatania: powtdrzy¢ rysowanie
profilu sasiednich zebow, narysowaé ,,cialo” segmentu zebatego oraz potaczy¢ wszystkie
krzywe w jedna powierzchni¢ graniczna (rys. 4).

Po zaimportowaniu geometrii segmentu z¢gbatego do FEMAP trzeba dokona¢ sprawdzenia
doktadnosci krzywych Bezier’a aby uzyska¢ informacje o prawidlowosci wyboru ukazanych
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krzywych . Np. rozpatrywano gorny odcinek profilu ewolwentowego, ktéry ma najwigksza
niedoktadno$¢ z tego powodu, ze ten odcinek ma najwigkszg dtugos¢. W wyniku czego na
U S, niedokladno$¢ dla punktu Sredniego mierzona jako odleglo$¢ po linii prostopadlej
poprowadzonej z realnego punktu profilu na krzywa aproksymujaca wyniosta (dla modutu
m=24mm) 6 =0,02 mm.

Jesli odnie$¢ wyznaczony btad do modutu mozna zauwazy¢, ze
5=9,08x10"m, (8)
gdzie m —modut rozpatrywanego kota zgbatego.
Z powyzszych rozwazan nasuwa si¢ wniosek o prawidlowosci poczatkowego wyboru
prostych krzywych Bezier’a jako krzywych aproksymujacych.
i
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Rys. 4. Dyskretyzacja ES segmentu z¢batego

W taki sposob teraz mozna programowo zadawaé geometrie rozpatrywanego segmentu
zgbatego opisujac odpowiednie krzywe przy pomocy krzywych Bezier’a i tukéw okregow.
Nastepnie krzywe te tagczymy w jedng powierzchni¢ graniczng. Otrzymane informacje
zapisywane sg do pliku danych, ktéry importujemy do NASTRANa gdzie tworzymy model
MES rozpatrywanej strefy kota zebatego.

4. WNIOSKI I KIERUNKI DALSZYCH BADAN

Na podstawie prowadzonych badan mozna wysuna¢ nastepujace wnioski.

Opracowana metoda pozwala prowadzi¢ racjonalng generacje siatek elementow
skonczonych dla kot zgbatych. W podstawie tej metody jest zalozone wykorzystanie
trzypunktowych krzywych Bezier’a w celu opisania geometrii przekladni zebatych.
Doktadno$¢ generowanej w taki sposob geometrii byla sprawdzona i na podstawie
prowadzonych badan opracowano przyktady siatek MES.

W dalszych badaniach przewiduje si¢ przeprowadzenie obliczen wspotpracy kontaktowe;j
dla roznych przektadni z¢batych przy zmianie kata obrotu két. Przy takich badaniach oprocz
rozktadu naprezen beda obliczone sztywnos$ci przektadni zebatej w zalezno$ci od kata obrotu.
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